Etude d’une limite de suite

I) Limites de suite usuelle
1) Suites de référence de limites finies

. 1
* w0

. 1
e lim -=0
n— +oon

. 1
e lim -=0
n— +oo N

et plus généralementon a:

.1
e lim —=0avecpe N*
n— +o nP

2) Suites de référence de limites infinies

e lim Vn=+ow

n— +o

e lim n=+o
n— +oo

e lim n?=+o
n— +oo

et plus généralementon a:

e lim n? = +o0 avec p € N*
n— +oo




II) Opérations et limites

1) Limite d’'une somme

Si (u,) a pour limite : £ £ +o00 —00 +00
Si (v,) a pour limite : t' +00 +00 -0 )
Alors (u." Jr.v") a pour e+ ¢ +00 +o00 —00 . !:orm‘? .
limite : indéterminée
2) Limite d’un produit
Si (u,) a pour limite : t £(#0) + o0 0
Si (v,) a pour limite : ' +00 + o0 o0
+00
Alors (u, xv,) a pour Px e +c0 | Onapplique | Forme
limite : la régle des | indéterminée
signes
3) Limite d’'un quotient
a) limv,#0
n-+oo
Si (u,) a pour limite : 4 ' +o00 +00
Si (v,) a pour limite : | £ (#0) +00 ' (+0) +00
Un +00
Alors (— ) a pour ¢ Forme
Vn 7 0 On applique la | jndéterminée
limite : régle des signes
b) lim v, =0
n-+o
Si (u,) a pour limite : £(+ 0) ou i(jgo) 0
Si (v,)) a pour limite : 0+ 0- 0
+00
un P ] . Forme
Alors (7 )apourlimite: | o4 applique larégle | indéterminée
des signes




4) Exemples

Exemple 1 : Déterminer la limite de la suite u, = — + 5
n

. 1 . 1
Comme lim — =0alors lim - +5=0+5=5
n— +oo nd n—-+oo N

. . . . 1
Exemple 2 : Déterminer la limite de la suite u,, = Vn + —

lim vn =40 et lim 2 = 0donc lim l+\/_=0+oo=+oo

n— +oo n—->+4+oco N n-+oco n

Exemple 3 : Déterminer la limite de la suite u, = n— vn

Comme lim n =400 et lim vn = +o on obtient une forme indéterminée : « 400 — co»

n— +oo n— +oo

Pour ne plus avoir une forme indéterminée, en général, une factorisation suffit, en
prenant comme facteur le terme dominant :

1
U, =n—vn=n(l—-—
Comme lirP n = -+oo +00 X 1 = 400 donc
n— [ee)
1
: 1 limn(1-—=) =+
. 1 . . I — e
Comme nl_l)r{loo\/—z— 0 par consequent : nEToo(l \/ﬁ) 1 n- + Vn
o - . 2n’+1
Exemple 4 : Determiner la limite de la suite u, = ———
n“+n
- - s - ’ m
Comme lim 2n? + 1=+ et n? + n = +o on obtient une forme indéterminée : « —»
n- +oo Ry

Le numérateur et le dénominateur sont des expressions polynémiales : On factorise le
numérateur et le dénominateur par le terme du plus haut degré, qui est n? dans les deux
cas.

Pourn>1:

1 1
2n2+1 W@tz 2+

n?+n fz\2(1+3) 1+
n n

- 1 4 . 1
Comme lim — =0 par consequent lim 2+ = =2
n-+oo N n- +oo n

1
Comme lim =0 par conséquent : lim (1+—)=1 lim
n-+oon n— +oo n

2
Donc : lim 2'127-'_1 =
n-+0 N+ n



n+3
n2

Exemple 5 : Déterminer la limite de la suite u,, =

(oe]
Comme lim 7n+ 3 = 4+ et n? = 4+ on obtient une forme indéterminée : « —»
(oe]

n— +oo

Le numérateur et le dénominateur sont des expressions polyn6miales : On factorise le
numérateur et le dénominateur par le terme du plus haut degré, qui est n pour le
numérateur et n? pour le dénominateur.

Pourn>1:

3 3
n+3 n7+)  T+y

nz  n2x1 n
. , . 7

Comme lim = = 0 par conséquent lim 7+ > =7 7 _

n—}r-liiloon p q n—1>r-1}:100 + n +oo _0 donc
Comme lim n= 4w 743

n— +oo lim =0

T+ 3 n- +oo n

Donc : lim % =0

n- +oo nZ

III) Limite et comparaison

1) Théoréeme 1

(u,) et (v,) sont deux suites. Si pour tout entier naturel n supérieur a un
certain entier naturel n,:

o u, <v,et limu, = +00 alors lim v, = +00
n n notoo T notoo T

o u, <v,et lim v, = —00 alors lim u, = —
n—+oo n—-+coo

Démonstration :
e Montrons tout d’abord que si u, < v, et lim u, = + alors lim v, = +o
n—-+oo n—-+oo

Pour cela il faut prouver que tout intervalle de la forme ] A ; 4+ [ contient tous les
termes de la suite (v,) a partir d’'un certain indice.

Soit A un nombre quelconque.

Comme liT u, = +oo alors, par définition, l'intervalle ] A ; +« [ contient tous les termes
n—-+oco
de la suite (u,) a partir d’'un certain rang. Notons p ce rang.

Donc pour toutn > p u, > A
De plus, pour toutn > n, u, < v, ce qui revient a écrire v, > u,
En notant N, le plus grand des deux entiers n, et p on peut donc écrire que pour tout

n =N, v, = u, >A

On en déduit que : pourtoutn >N, v, > A



Il existe donc bien un rang, a savoir I'entier N, a partir duquel tous les termes de la suite
(v,) sont dans un intervalle quelconque de la forme J A ; 4+ [

Ce qui prouve que lirp v, = +o0
n—-+oo

Illustration graphique :
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e Maintenant montrons que si u, < v, et lirP v, = —oo alors “T U, = —©
n—+oo n—-+o

Pour cela il faut prouver que tout intervalle de la forme ]— « ; A[ contient tous les
termes de la suite (u,) a partir d’'un certain indice.

Soit A un nombre quelconque.

Comme lim v, = — alors par définition, l'intervalle ]— « ; A[ contient tous les termes

n-+oo

de la suite (v,) a partir d’'un certain rang. Notons p ce rang.

Donc pour toutn > p v, < A

De plus, pourtoutn > n, u,<v,

En notant N, le plus grand des deux entiers n, et p on peut donc écrire que pour tout
n=>Nu,< v, <A

On en déduit que : pourtoutn >N, u, < A



Il existe donc bien un rang, a savoir I'entier N, a partir duquel tous les termes de la suite
(u,) sont dans un intervalle quelconque de la forme ]— o ; A[

Ce qui prouve que lim u, = —00

n—-+oo

2) Exemples

n
Exemple 1 : Déterminer la limite de la suite (u, ) définie par: u, = = pourn =6
n_
Pour tout entier n > 6, Vn—=5< Vn
td tout enti 6 L > !
et donc pour tout entiern > —
P 5  vn
D'ot tout entier n = 6 = > Zosoit: —— > n
ou pour tout entiern >6: — soit : ——
P n-5 Vn vVn-5
Comme lirp Vn = +o, alors le théoréme de comparaison permet de conclure que :
n—->+oco
. n
lim —= + o
n-+w{yn—5
E le 2 : Déterminer la limite de la suite (u,) défini = > 4
xemple 2 : Déterminer la limite de la suite (u éfinie par: u, = ourn =
P n p n =3 p
Pour tout entier n > 4, Vn—-3 < Vn
. 1 1
et donc pour tout entiern > 4 > —
n-3 n
. A n n
D’ou pour tout entiern >4 : > —
n-3 n
. -n -n
Nous obtenons donc : pour tout entiern = 4: < —
n—3 Jn
-n
soit : — < —V/n
Vn-3
Comme lim —vn = —o, alors le théoréeme de comparaison permet de conclure:
n—-+oco

lim — 00

-n
no+ooyM—3



3) Théoreme d’encadrement ( dit : « théoreme des

gendarmes »)

(uw,), (w,) et (v,) sont trois suites. Si pour tout entier naturel n supérieur
a un certain entier naturel n;: v, < u, < w, et si les suites (v,) et (w,)

convergent vers la méme limite ¢, alors la suite (u,) converge aussi vers ?.

Ce théoréme est admis.

Illustration graphique :
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Exemple: Determiner la limite de la suite (u,) définie par: u, = — pourn >1:
Pourtoutn >1: -1<(-D"<1
et donc pour tout entiern >1 : -5 <5(-D)"< 5
D’ol pour tout entiern >1: 24(=5) < 245(-D"< 2+ 5
, -3 2+5(-D)" 7
Nous obtenons donc: pour tout entiern > 1 o < — < -

. -3 . L
Or lim — =0et lim 7= 0 donc le théoreme d’encadrement permet de conclure :

n-+oo N n- +oon
n
limmzo lim u, =0
n— +oo n- +oo

La suite (u,) étant encadrée par deux suites qui convergent vers 0, converge aussi vers
0.



